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Optimization

给定连续可导𝑓: ℝ𝑛 → ℝ, 最小化𝑓

例子：

最小二乘法：𝑓 𝒙 = 𝑨𝒙 − 𝒃 𝟐
𝟐

向量投影： 𝑓 𝒄 = 𝒄 𝒂 − 𝒃
𝟐

𝟐

求伪逆(Pseudoinverse)： 𝑓 𝒙 = 𝒙 𝟐
𝟐,  subject to 𝑨 𝒙 = 𝒃

对称矩阵的特征值： 𝑓 𝒙 = 𝒙⊤𝑨 𝒙,  subject to 𝑥⊤𝑥 = 1

线性规划： 𝒇 𝒙 = 𝒄⊤𝒙,  subject to 𝑨𝒙 ≥ 𝒃

主成分分析 (Principal component analysis)： 

𝑓 𝑪 = 𝑿 − 𝑪𝑪⊤𝑿
𝑭

,  subject to 𝐶 𝐶⊤ = 𝐼𝑑×𝑑

离散组合优化：最小生成树，最小割、最大流（网络流），最短路径，最大匹配；最
大独立集、团、支配集，最小覆盖，背包问题，最大割，max-SAT，旅行商问题，最
长路径（哈密顿路径）……
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线性规划 (Linear Programming)

例子：面包店

甜甜圈单个的利润=5， 蛋糕单个的利润=25
在现有的原料的限制下，如何最大化利润？
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面粉 糖 鸡蛋

甜甜圈 (Donuts) 2 2 7

蛋糕 (Cake) 5 9 12

现有原料 ≤ 200 ≤ 300 ≤ 500



线性规划 (Linear Programming)

例子：电力供应
已知：发电厂传输电力到各个城市的电力损耗，和各个城市的电力需求

在满足电力需求的前提下，如何最小化电力损失？
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城市A 城市B 城市C

发电厂1 4% 5% 1%

发电厂2 3% 2% 7%

电力需求 ≥ 40 ≥ 60 ≥ 80



线性规划的矩阵形式

• 线性的约束可以通过矩阵表示： 如果有𝑚个约束和 
𝑛个变量, 则可以有𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛，它的第𝑖行正是第𝑖个
约束

• 目标函数亦可以通过向量𝑐 ∈ ℝ𝑛表示
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max 𝑐, 𝑥

𝐴𝑥 ≤ 𝑏

max 𝑐, 𝑥

𝐴𝑥 = 𝑏

𝑥 ≥ 0



几何直观
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Source: Wikipedia CC0

Polytope (多胞体): LP的可行区域，即满足所有约束的点集
Vertex/Corner (顶点): 可行区域中n个超平面相交的点

每个约束定义一个半平面 (halfspace)

目标函数定义了一个方向：
找到该方向上最“远”的顶点（可能不唯一）

事实1: LP的可行区域总是凸的 (convex)
事实2: LP一定存在一个最优解在顶点上

凸集 (convex set): ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, ∀𝑡 ∈ 0,1 , 𝑡𝑥 + 1 − 𝑡 𝑦 ∈ 𝑆 



整数线性规划

很多组合优化问题都能通过整数线性规划表示出来

最大二分图匹配：

• max σ𝑒∈𝐸 𝑐𝑒𝑥𝑒  

• σ𝑒∈𝛿 𝑣 𝑥𝑒 ≤ 1 

• 𝑥𝑒 ∈ {0,1}

最大独立集：

• max σ𝑣∈𝑉 𝑐𝑣𝑥𝑣  

• 𝑥𝑢 + 𝑥𝑣 ≤ 1 

• 𝑥𝑣 ∈ {0,1}
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∀𝑒 ∈ 𝐸 

∀𝑣 ∈ 𝑉

∀𝑢𝑣 ∈ 𝐸 包括NP-hard问题！



线性规划松驰化

最大独立集：

• max σ𝑣∈𝑉 𝑐𝑣𝑥𝑣  

• 𝑥𝑢 + 𝑥𝑣 ≤ 1 

• 𝑥𝑣 ∈ {0,1}

松驰化 (relaxation)：𝑥𝑣 ∈ {0,1}松驰化为 𝑥𝑣 ∈ [0,1]。先找出一个分数解，然

后再从分数解里面想办法找出一个整数解

最坏的情况下面，松驰化可能引入非常大的误差。

考虑完全图上的最大独立集，最优的分数解和整数解之间相差多少？
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∀𝑢𝑣 ∈ 𝐸 



线性规划松驰化

最大二分图匹配：

• max σ𝑒∈𝐸 𝑐𝑒𝑥𝑒  

• σ𝑒∈𝛿 𝑣 𝑥𝑒 ≤ 1 

• 𝑥𝑒 ∈ {0,1}

但是，松驰化对于很多多项式时间可解的组合优化问题，往往可

以证明松驰化之后并没有误差

分数解也可以转化为整数解

LP因此被广泛认为是一个解决组合优化问题的“统一算法框架”

直观的解释：这些LP的polytope的顶点都在整数点上
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∀𝑒 ∈ 𝐸 

∀𝑣 ∈ 𝑉



LP的顶点

考虑max 𝑐, 𝑥 ，约束在𝑃 ≔ {𝐴𝑥 ≤ 𝑏}这个polytope内

顶点可以有3种定义：

1. 边角(corner): 如果不存在𝑦 ≠ 0 使得 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑃 and 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃，则称点𝑥是一个边角

2. 极值点: 如果 ∃𝑐 使得𝑥是该目标方向𝑐的唯一最优解，则称点𝑥是一个极值点.

3. 基本解: 如果 𝐴𝑖 , 𝑥 = 𝑏𝑖 ，我们称第𝑖个约束是紧致 (tight)的 ，其中 𝐴𝑖 是第𝑖行.

对于给定的𝑥 ∈ 𝑃, 记 𝐴= 为𝐴 中关于 𝑥 紧致的约束组成的子矩阵. 

如果𝐴= 是满秩的, i.e. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴= = 𝑛 ，那么我们称𝑥是一个基本解.

事实上，这3种定义是等价的。

LP的稳定性：对c的扰动，对A的扰动

顶点的个数：一般情况下面可能是指数级别的, 𝑚
𝑛
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LP的顶点

考虑max 𝑐, 𝑥 ，约束在𝑃 ≔ {𝐴𝑥 ≤ 𝑏}这个polytope内
1.边角(corner): 如果不存在𝑦 ≠ 0 使得 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑃 and 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃，则称点𝑥是一个边角

3.基本解: 紧致的约束组成的子矩阵𝐴= 是满秩的, i.e. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴= = 𝑛 

1) ⇒ 3): 或者说是¬3) ⇒ ¬1)

假设存在 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴= < 𝑛, 𝑖. 𝑒., ∃𝑦 ≠ 0, 𝐴=y = 0

考虑𝑥 + 𝜖𝑦, 𝑥 − 𝜖𝑦，注意到

𝐴= 𝑥 + 𝜖𝑦 = 𝐴=𝑥

𝐴= 𝑥 − 𝜖𝑦 = 𝐴=𝑥

取𝜖足够小，使得其它的不等式约束不被违反

则有𝑥 + 𝜖𝑦 ∈ 𝑃, 𝑥 − 𝜖𝑦 ∈ 𝑃
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LP的顶点

考虑max 𝑐, 𝑥 ，约束在𝑃 ≔ {𝐴𝑥 ≤ 𝑏}这个polytope内

1.边角(corner): 如果不存在𝑦 ≠ 0 使得 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑃 and 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃，则称点𝑥是一个
边角

3.基本解: 紧致的约束组成的子矩阵𝐴= 是满秩的, i.e. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴= = 𝑛 

3) ⇒ 1): 或者说是¬1) ⇒ ¬3)

假设有𝑦 ≠ 0使得𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑃, 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃

𝐴= 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑏=

𝐴= 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑏=

其中 𝐴=𝑥 = 𝑏=

因此有 𝐴=𝑦 ≤ 0, 𝐴=𝑦 ≥ 0进而 𝐴=𝑦 = 0 23



LP的顶点

考虑max 𝑐, 𝑥 ，约束在𝑃 ≔ {𝐴𝑥 ≤ 𝑏}这个polytope内

顶点可以有3种等价的定义：

1. 边角(corner): 如果不存在𝑦 ≠ 0 使得 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑃 and 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃，则称点𝑥是一个边角

2. 极值点: 如果 ∃𝑐 使得𝑥是该目标方向𝑐的唯一最优解，则称点𝑥是一个极值点.

3. 基本解: 如果 𝐴𝑖 , 𝑥 = 𝑏𝑖 ，我们称第𝑖个约束是紧致 (tight)的 ，其中 𝐴𝑖 是第𝑖行.

对于给定的𝑥 ∈ 𝑃, 记 𝐴= 为𝐴 中关于 𝑥 紧致的约束组成的子矩阵. 

如果𝐴= 是满秩的, i.e. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴= = 𝑛 ，那么我们称𝑥是一个基本解.

Simplex算法：从一个顶点开始；找下一个顶点，如果目标函数更优，则选择移到该顶点；重复；

邻居的选择: 最多(m-n)n

如果所有邻居都更差，则当前必定是最优的解：对于凸优化问题，局部最优即是全局最优

最坏情况下面， Simplex算法可能需要指数时间。但是实践中表现往往不错，smoothed analysis

多项式算法； Ellipsoid algorithm,  interior point methods
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Perfect bipartite matching

定理：考虑二分图完美匹配的线性规划：
max σ𝑒∈𝐸 𝑐𝑒𝑥𝑒  subject to

෍

𝑒∈𝛿 𝑣

𝑥𝑒 = 1 ∀𝑣 ∈ 𝑉

 0 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 1 ∀𝑒 ∈ 𝐸

该LP的最优解一定是整数解

25注意：这个LP在一般图上面并不一定是整数解的



Ellipsoid algorithm, separation oracle (选讲)

最小生成树的一种LP写法

• max σ𝑒∈𝐸 𝑐𝑒𝑥𝑒 

• σ𝑒∈𝐸(𝑆) 𝑥𝑒 ≤ 𝑆 − 1,  ∀𝑆 ⊂ 𝑉

• σ𝑒∈𝐸(𝑉) 𝑥𝑒 = 𝑉 − 1 

• 0 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 1

虽然是指数大小的LP，但是Ellipsoid algorithm只需要有

separation oracle，也能多项式时间解出来
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