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回顾

上节课：
• 最小二乘法
• 正交系统中的最小二乘法
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正交系统中的最小二乘法：离散三角级数
给定数据点 𝑥! , 𝑦! !"#

$%&'
，其中𝑥! = −𝜋 + !

"
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

能否找到系数{𝑎( , 𝑏(}使得，∀𝑗

𝑦! ≈
𝑎#
2
+ 𝑎) cos 𝑛𝑥! +1

*"'

)&'

𝑎* cos 𝑘𝑥! + 𝑏* sin 𝑘𝑥!

使用最小二乘法建模：
• 思考：这里的变量是什么，线性关系是什么？
• 记误差向量为

𝐸 𝑥! ≔ 𝑓 𝑥! −
𝑎#
2 + 𝑎) cos 𝑛𝑥! +1

*"'

)&'

𝑎* cos 𝑘𝑥! + 𝑏* sin 𝑘𝑥!

• 考虑 𝐸 𝑥 -
- = ∑./0-123𝐸 𝑥.

-

• 这里的离散三角级数也有正交性
• 因此也可以证明

𝑎# =
1
𝑚 5

!$%

&"'(

𝑦! cos 𝑘𝑥!

𝑏# =
1
𝑚 5

!$%

&"'(

𝑦! sin 𝑘𝑥! 3



离散三角级数的正交性

设 𝜙! = 1,	
𝜙"(𝑥) = cos(𝑘𝑥) , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛,

𝜙#$" 𝑥 = sin 𝑘𝑥 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1
则函数族𝜙% 𝑥 , 𝜙& 𝑥 ,…在[−𝜋, 𝜋]上是正交的

正交性的离散版本：
考虑对 [−𝜋, 𝜋]进行2m等分：

𝑥' = −𝜋 +
𝑗
𝑚
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

则 ∑!"#$%&'𝜙( 𝑥! 𝜙)(𝑥!) = 0, ∀𝑘 ≠ 𝑙
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离散三角级数的正交性

正交性的离散版本：
考虑对 [−𝜋, 𝜋]进行2m等分：

𝑥! = −𝜋 +
𝑗
𝑚
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

则 ∑'(%)*+&𝜙, 𝑥' 𝜙-(𝑥') = 0, ∀𝑘 ≠ 𝑙

主要思路：
同样使用积化和差

cos 𝑘𝑥! sin 𝑙𝑥! =
1
2
(sin 𝑙 + 𝑘 𝑥! + sin 𝑙 − 𝑘 𝑥!)

类似可得其它的正交性

5

𝜙>(𝑥) = cos(𝑘𝑥) , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛,
𝜙?@> 𝑥 = sin 𝑘𝑥 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1



离散三角级数的正交性

正交性的离散版本：
考虑对 [−𝜋, 𝜋]进行2m等分：

𝑥9 = −𝜋 +
𝑗
𝑚
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

则 ∑%&!'()*𝜙" 𝑥% 𝜙+(𝑥%) = 0, ∀𝑘 ≠ 𝑙

我们将使用如下引理：
设整数𝑟不能整除2𝑚，则
∑!"#$%&' cos(𝑟𝑥!) = 0, ∑%&!'()* sin(𝑟𝑥%) = 0.

并且，∑%&!'()* cos'(𝑟𝑥%) = 𝑚, ∑'(%)*+& sin)(𝑟𝑥') = 𝑚.

证明将会使用到复数，而且本质上和傅里叶变换的正交性证明一样
6

𝜙>(𝑥) = cos(𝑘𝑥) , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛,
𝜙?@> 𝑥 = sin 𝑘𝑥 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1



傅里叶变换 (Fourier Transform)：多项式乘法
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给定：最多n次的多项式𝑝 𝑥 , 𝑞(𝑥)的系数
目标：求它们的乘积 𝑟 𝑥 = 𝑝 𝑥 𝑞(𝑥)的系数

多项式的表示方式：
𝑝 𝑥 = 𝑎! + 𝑎*𝑥 + 𝑎'𝑥' + 𝑎,𝑥, +⋯+ 𝑎#𝑥#

1. 多项式的系数𝑎!, 𝑎*, … , 𝑎#
– 计算𝑟 𝑥 = 𝑝 𝑥 𝑞(𝑥)需要𝑂(𝑛-)
– 𝑐> = ∑./0> 𝑎.𝑏>2.

2. 多项式插值：选定基点𝑥#, 𝑥', … , 𝑥%，写下𝑝 𝑥: , 𝑝 𝑥; , … , 𝑝 𝑥< ，
则多项式𝑝 𝑥 是唯一确定的

– 计算𝑟 𝑥 = 𝑝 𝑥 𝑞(𝑥)只需要𝑂(𝑛)
– 令𝑚 ≥ 2𝑛 + 1，计算𝑟 𝑥0 , 𝑟 𝑥3 , … , 𝑟 𝑥1 只需要写下 

𝑝 𝑥0 𝑞 𝑥0 , 𝑝 𝑥3 𝑞 𝑥3 , … , 𝑝 𝑥1  𝑞 𝑥1



多项式乘法
给定：最多n次的多项式𝑝 𝑥 , 𝑞(𝑥)的系数
目标：求它们的乘积 𝑟 𝑥 = 𝑝 𝑥 𝑞(𝑥)的系数

想法：
1. 给定𝑝 𝑥 , 𝑞(𝑥)的系数
2. 令𝑚 ≥ 2𝑛 + 1，选定基点𝑥0, 𝑥3, … , 𝑥1，计算𝑝 𝑥! , … , 𝑝 𝑥" 和 𝑞 𝑥! , … , 𝑞 𝑥"
3. 计算𝑟 𝑥# = 𝑝 𝑥# 𝑞 𝑥#
4. 对 𝑟 𝑥# 插值，得到𝑟 𝑥 = 𝑝 𝑥 𝑞(𝑥)的系数

愿望：
• 第2步只需要𝑂(𝑛 log 𝑛)
• 第4步也只需要𝑂(𝑛 log 𝑛)
• 这样总的步骤就只需要𝑂(𝑛 log 𝑛)
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复数 (Complex number)
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𝑧 = 𝑎 + 𝑏	𝑖 = 𝑟	𝑒=	? , 𝑖 = −1
单位根
n次单位根 = {𝑧 ∈ 𝐶: 𝑧@ = 1}
2次单位根={±1}
4次单位根={±1,±𝑖}

在复平面上的单位圆上，等距分布的n个点

𝑒
ABC
@ = = cos

2𝜋𝑙
𝑛 + 𝑖 sin

2𝜋𝑙
𝑛 , 𝑙 = 0,1, … , 𝑛 − 1

在这节课中，我们主要关心𝑛 = 2D次单位根

共轭复数: ̅𝑧 = 𝑎 − 𝑏	𝑖



复数 (Complex number):单位根
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-1+1

1
开平方

+1 +i-1 -i

+1 -1 +i -i 𝑖 − 𝑖 −𝑖 − −𝑖

2次单位根

4次单位根

8次单位根

• 从上往下，开平方
• 从下往上，平方
• 如果𝑥是一个单位根，则−𝑥也是



离散傅里叶变换 (Discrete Fourier Transform)

DFT
• 输入：多项式的系数𝑎!, 𝑎$, … , 𝑎%

𝑝 𝑥 =#
9E:

@

𝑎9𝑥9

• 输出：选定𝑥:, 𝑥;, … , 𝑥<为m+1次单位根，计算𝑝 𝑥# , … , 𝑝 𝑥%

例子：计算 1,1,1,1 的DFT.	
• 𝑝 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥$ + 𝑥(
• 4次单位根={±1,±𝑖}
• 𝑝 1 =4
• 𝑝 𝑥 =0 otherwise

注意：书上的定义中还要除上 𝑛 + 1
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离散傅里叶变换 (Discrete Fourier Transform)

DFT
• 输入：多项式的系数𝑎:, 𝑎;, … , 𝑎@

𝑝 𝑥 =9
567

8

𝑎5𝑥5

• 输出：选定𝑥%, 𝑥&, … , 𝑥*为m+1次单位根，计算
𝑝 𝑥7 , … , 𝑝 𝑥9

逆变换（插值）
• 输入：给定𝑥%, 𝑥&, … , 𝑥*为m+1次单位根，
以及𝑝 𝑥7 , … , 𝑝 𝑥9

• 输出： 多项式的系数𝑎%, 𝑎&, … , 𝑎G
12



快速傅里叶变换 (Fast Fourier Transform)

13

输入：𝑛次多项式𝑝 𝑥 = ∑A/0? 𝑎A𝑥A
输出：𝑝 𝑥 在n+1次单位根上的值

计算(𝑛 + 1)/2次多项式在 
(𝑛 + 1)/2	次单位根上的值

计算(𝑛 + 1)/2次多项式在 
(𝑛 + 1)/2	次单位根上的值

FFT：分治

只需要O(n)次操作合并



快速傅里叶变换 (Fast Fourier Transform)
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输入：𝑛次多项式𝑝 𝑥 = ∑A/0? 𝑎A𝑥A
输出：𝑝 𝑥 在n+1次单位根上的值

FFT：分治
𝐸 𝑧 = 𝑎0 + 𝑎-𝑧 + 𝑎B𝑧- + 𝑎C𝑧D +	…
𝑂 𝑧 = 𝑎3 + 𝑎D𝑧 + 𝑎E𝑧- + 𝑎F𝑧D +	…

观察: 𝑝 𝑧 = 𝐸 𝑧- + 𝑧	𝑂(𝑧-)

𝑝 𝑛 + 1次单位根 ← 𝐸 𝑛 + 1次单位根 - , 𝑂( 𝑛 + 1次单位根 -)

𝑛 + 1次单位根 -= (𝑛 + 1)/2次单位根

𝐸 𝑧 ， 𝑂 𝑧 	的次数为 (𝑛 + 1)/2次

FFT(𝑎0, 𝑎3, . . , 𝑎?) ← FFT 𝑎0, 𝑎-, … , FFT(𝑎3, 𝑎D, … )

特别地 𝑝 −𝑧 = 𝐸 𝑧- − 𝑧	𝑂(𝑧-)



快速傅里叶变换 (Fast Fourier Transform)
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Source: Algorithms by S. Dasgupta, C.H. Papadimitriou, and U.V. Vazirani



快速傅里叶变换 (Fast Fourier Transform)

• 记𝑇 𝑛 为𝑛阶FFT需要的操作次数

• 𝑇 𝑛 = 2𝑇 G
) + 𝐶𝑛

• 𝑇(𝑛) = 4𝑇 G
O + 2𝐶𝑛 = ⋯

• 设𝑛 = 2,,

• 𝑇 𝑛 = 2,𝑇 G
)) + 𝑘𝐶𝑛

• 𝑇 𝑛 = 𝑂(𝑛 log 𝑛)	

16Source: Algorithms by S. Dasgupta, C.H. Papadimitriou, and U.V. Vazirani



快速傅里叶逆变换 (Inverse FFT)
逆变换（插值）
• 输入：给定𝑥!, 𝑥*, … , 𝑥(为m+1次单位根，以及𝑝 𝑥! , … , 𝑝 𝑥(
• 输出： 多项式的系数𝑎!, 𝑎*, … , 𝑎#

考虑n+1次单位根：𝜔 = 𝑒
GH
IJK- = cos '.

#$*
+ 𝑖 sin '.

#$*
DFT: 𝑝(𝜔+) = ∑%&!# 𝑎%𝜔+%

FFT:快速计算DFT的算法

Inverse FFT: 𝑎+ =
*

#$*
∑%&!# 𝑝 𝜔% 𝜔)+%

也是一个DFT, 唯一区别是把𝜔 → 𝜔)*，并且前面多了系数 *
#$*
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𝑝 𝑥 =P
./0

?

𝑎.𝑥.



傅里叶变换的矩阵表达形式
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𝑝(𝜔!) =&
"#$

%

𝑎"𝜔!" 𝑝 𝑥 =P
./0

?

𝑎.𝑥.

𝜔0
𝜔0
	 𝜔0
	𝜔3

⋯
⋯

𝜔0
𝜔?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔? ⋯ 𝜔?+

𝑎0
𝑎3
⋮
𝑎?

=

𝑝(𝜔0)
𝑝(𝜔3)
⋮

𝑝(𝜔?)

注意：对复数向量的内积，通常需要取共轭复数后再做内积

单位根的共轭复数𝜔 → 𝜔23，这对应于Hermitian
对复数矩阵 𝐴	，“正交”的正确定义是指Unitary：𝐴L𝐴 = 𝐼

给定 {𝑎.}，求 𝑝 𝜔M



傅里叶逆变换的矩阵表达形式
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𝑎! =
1

𝑛 + 1
&
"#$

%

𝑝 𝜔" 𝜔&!" 𝑝 𝑥 =P
./0

?

𝑎.𝑥.

3
?@3

𝜔0
𝜔0

	 𝜔0
	𝜔23

⋯
⋯

𝜔0
𝜔2?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔2? ⋯ 𝜔2?+

𝑝(𝜔0)
𝑝(𝜔3)
⋮

𝑝(𝜔?)

=
𝑎0
𝑎3
⋮
𝑎?

注意：对复数向量的内积，通常需要取共轭复数后再做内积

单位根的共轭复数𝜔 → 𝜔23，这对应于Hermitian
对复数矩阵 𝐴	，“正交”的正确定义是指Unitary：𝐴L𝐴 = 𝐼

给定 𝑝 𝜔M  ，求{𝑎.}



傅里叶变换的矩阵表达形式
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𝜔0
𝜔0

	 𝜔0
	𝜔23

⋯
⋯

𝜔0
𝜔2?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔2? ⋯ 𝜔2?+

𝜔0
𝜔0
	 𝜔0
	𝜔3

⋯
⋯

𝜔0
𝜔?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔? ⋯ 𝜔?+

= 𝑛 + 1 𝐼

注意：对复数向量的内积，通常需要取共轭复数后再做内积

单位根的共轭复数𝜔 → 𝜔23，这对应于Hermitian
对复数矩阵 𝐴	，“正交”的正确定义是指Unitary：𝐴L𝐴 = 𝐼

为什么这是一个逆变换？

考虑乘积的(𝑖, 𝑗)位置上的元素:

P
>/0

?

𝜔2A>𝜔>. = P
>/0

?

𝜔> .2A =

1 − 𝜔 ?@3 .2A

1 − 𝜔.2A , 	𝑗 ≠ 𝑖

𝑛 + 1, 	 𝑗 = 𝑖



回到离散三角级数的正交性
设整数𝑟不能整除2𝑚，则
∑./0-123 cos(𝑟𝑥.) = 0, ∑9E:A<F; sin(𝑟𝑥9) = 0.

并且，∑9E:A<F; cosA(𝑟𝑥9) = 𝑚, ∑:67;9<= sin;(𝑟𝑥:) = 𝑚.

证明：设整数𝑟不能整除2𝑚

𝑥# = −𝜋 +
𝑗
𝑚
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

𝑒&' = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧

P
./0

-123

cos(𝑟𝑥.) + 𝑖 4
9E:

A<F;

sin(𝑟𝑥9) = 1
!"#

$%&'

𝑒(	-	.)

= 𝑒2A	OP P
./0

-123

𝑒A	O.P/1 = 𝑒2A	OP
1 − 𝑒A	-PO

1 − 𝑒A	OP/1
= 0

实部和虚部都必须为零！
值得注意的是，𝑒A	O	R/ = 𝑒2A	OP	𝜔O.，其中𝜔为2𝑚次单位根之一 21



傅里叶变换与离散三角插值的对比（选讲）
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离散三角插值：给定数据点 𝑥! , 𝑦! !$%
&"'(

，其中𝑥! = −𝜋 + !
"
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

能否找到系数{𝑎* , 𝑏*}使得，∀𝑗

𝑦! ≈
𝑎%
2 + 𝑎+ cos 𝑛𝑥! +5

#$(

+'(

𝑎# cos 𝑘𝑥! + 𝑏# sin 𝑘𝑥!

最小二乘法解得 

𝑎# =
1
𝑚 5

!$%

&"'(

𝑦! cos 𝑘𝑥! , 	 𝑏# =
1
𝑚 5

!$%

&"'(

𝑦! sin 𝑘𝑥!

傅里叶变换相当于直接找到复平面上的系数{𝑐#} 使得，∀𝑗

𝑦! ≈
1
𝑚 ?

#$%

&"'(

𝑐#𝑒)#*!

由逆变换可得 𝑐# = ∑#$%&"'( 𝑦!𝑒
+,-.
/ ，进而由Euler公式可得

𝑎# + 𝑖𝑏# =
1
𝑚 ?

!$%

&"'(

𝑦! cos 𝑘𝑥! + 𝑖 sin 𝑘𝑥! =
−1 #

𝑚 𝑐# .

傅里叶变换的unitary性质↔ 三角级数的正交性



快速傅里叶变换的实现与应用（选讲）

• 参考资料：TAOCP II 4.3.3.C, by Donald E. Knuth

• 通过FFT来实现整数乘法只需要𝑂 log𝑛 位的精度

• 肉眼不可见的电子水印 digital watermarking

• 通过上传学习视频到B站来实现远程控制？
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傅里叶变换的矩阵表达形式
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𝑝(𝜔!) =&
"#$

%

𝑎"𝜔!" 𝑝 𝑥 =P
./0

?

𝑎.𝑥.

𝜔0
𝜔0
	 𝜔0
	𝜔3

⋯
⋯

𝜔0
𝜔?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔? ⋯ 𝜔?+

𝑎0
𝑎3
⋮
𝑎?

=

𝑝(𝜔0)
𝑝(𝜔3)
⋮

𝑝(𝜔?)

注意：对复数向量的内积，通常需要取共轭复数后再做内积

单位根的共轭复数𝜔 → 𝜔23，这对应于Hermitian
对复数矩阵 𝐴	，“正交”的正确定义是指Unitary：𝐴L𝐴 = 𝐼

给定 {𝑎.}，求 𝑝 𝜔M



傅里叶逆变换的矩阵表达形式
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𝑎! =
1

𝑛 + 1
&
"#$

%

𝑝 𝜔" 𝜔&!" 𝑝 𝑥 =P
./0

?

𝑎.𝑥.

3
?@3

𝜔0
𝜔0

	 𝜔0
	𝜔23

⋯
⋯

𝜔0
𝜔2?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔2? ⋯ 𝜔2?+

𝑝(𝜔0)
𝑝(𝜔3)
⋮

𝑝(𝜔?)

=
𝑎0
𝑎3
⋮
𝑎?

注意：对复数向量的内积，通常需要取共轭复数后再做内积

单位根的共轭复数𝜔 → 𝜔23，这对应于Hermitian
对复数矩阵 𝐴	，“正交”的正确定义是指Unitary：𝐴L𝐴 = 𝐼

给定 𝑝 𝜔M  ，求{𝑎.}



傅里叶变换的矩阵表达形式
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𝜔0
𝜔0

	 𝜔0
	𝜔23

⋯
⋯

𝜔0
𝜔2?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔2? ⋯ 𝜔2?+

𝜔0
𝜔0
	 𝜔0
	𝜔3

⋯
⋯

𝜔0
𝜔?

⋮	 ⋮ ⋱ ⋮
𝜔0	 𝜔? ⋯ 𝜔?+

= 𝑛 + 1 𝐼

注意：对复数向量的内积，通常需要取共轭复数后再做内积

单位根的共轭复数𝜔 → 𝜔23，这对应于Hermitian
对复数矩阵 𝐴	，“正交”的正确定义是指Unitary：𝐴L𝐴 = 𝐼

为什么这是一个逆变换？

考虑乘积的(𝑖, 𝑗)位置上的元素:

P
>/0

?

𝜔2A>𝜔>. = P
>/0

?

𝜔> .2A =

1 − 𝜔 ?@3 .2A

1 − 𝜔.2A , 	𝑗 ≠ 𝑖

𝑛 + 1, 	 𝑗 = 𝑖



回到离散三角级数的正交性
设整数𝑟不能整除2𝑚，则
∑./0-123 cos(𝑟𝑥.) = 0, ∑9E:A<F; sin(𝑟𝑥9) = 0.

并且，∑9E:A<F; cosA(𝑟𝑥9) = 𝑚, ∑:67;9<= sin;(𝑟𝑥:) = 𝑚.

证明：设整数𝑟不能整除2𝑚

𝑥# = −𝜋 +
𝑗
𝑚
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

𝑒&' = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧

P
./0

-123

cos(𝑟𝑥.) + 𝑖 4
9E:

A<F;

sin(𝑟𝑥9) = 1
!"#

$%&'

𝑒(	-	.)

= 𝑒2A	OP P
./0

-123

𝑒A	O.P/1 = 𝑒2A	OP
1 − 𝑒A	-PO

1 − 𝑒A	OP/1
= 0

实部和虚部都必须为零！
值得注意的是，𝑒A	O	R/ = 𝑒2A	OP	𝜔O.，其中𝜔为2𝑚次单位根之一 30



傅里叶变换与离散三角插值的对比（选讲）

31

离散三角插值：给定数据点 𝑥! , 𝑦! !$%
&"'(

，其中𝑥! = −𝜋 + !
"
𝜋, 𝑗 = 0,1, … , 2𝑚 − 1

能否找到系数{𝑎* , 𝑏*}使得，∀𝑗

𝑦! ≈
𝑎%
2 + 𝑎+ cos 𝑛𝑥! +5

#$(

+'(

𝑎# cos 𝑘𝑥! + 𝑏# sin 𝑘𝑥!

最小二乘法解得 

𝑎# =
1
𝑚 5

!$%

&"'(

𝑦! cos 𝑘𝑥! , 	 𝑏# =
1
𝑚 5

!$%

&"'(

𝑦! sin 𝑘𝑥!

离散傅里叶变换相当于直接找到复平面上的系数{𝑐#} 使得，∀𝑗

𝑦! ≈
1
𝑚 ?

#$%

&"'(

𝑐#𝑒)#*!

由逆变换可得 𝑐# = ∑#$%&"'( 𝑦!𝑒
+,-.
/ ，进而由Euler公式可得

𝑎# + 𝑖𝑏# =
1
𝑚 ?

!$%

&"'(

𝑦! cos 𝑘𝑥! + 𝑖 sin 𝑘𝑥! =
−1 #

𝑚 𝑐# .

傅里叶变换的unitary性质↔ 三角级数的正交性



求解线性方程
给定矩阵𝐴 ∈ ℝ"×%，向量𝑏 ∈ ℝ" 	，求𝑥 ∈ ℝ%使得𝐴𝑥 = 𝑏
只有三种情况
• 对任意的向量𝑏，存在唯一解
• 不可解，或方程不一致 (inconsistent, over-determined)
• 存在无穷多组解 (under-determined)

性质：只要存在两个不同的解，则一定存在无穷多组解。

性质：如果𝑚 > 𝑛	则存在𝑏使得方程不可解。

性质：如果𝑚 < 𝑛	则存在𝑏使得方程存在无穷多组解。

注：解线性方程组，与矩阵求逆是两回事

以下我们假设𝑚 = 𝑛
32



回顾高斯消元法

可以一行一行地消，也可以一列一列地消
这里以行为例，主要涉及三种操作
• 交换行（交换两组方程）
• 给一行乘上一个数
• 在一行上减去另一行的一个倍数 33



回顾高斯消元法：交换行

令 𝜎 ∈ 𝑆+为 𝑛 上的一个置换

𝑃, =
⋯ 𝑒, -

. ⋯
⋮

⋯ 𝑒, +
. ⋯

其中向量𝑒/是只有在第𝑗个分量上为1的单位向量

34



回顾高斯消元法：给一行乘上一个数

考虑对角矩阵

𝐷 =

𝑐- 0 	⋯ 0
0
0

𝑐0 ⋯
0	 ⋱

0
0

0 0 ⋯ 𝑐+

35



回顾高斯消元法：在一行上减去另一行的一个倍数

在第𝑗行减去第𝑖行的𝑐倍：
𝐸 = 𝐼 − 𝑐	𝑒/𝑒1.

𝑒/𝑒1.是一个矩阵，里面只有一个元素(𝑗, 𝑖)是1
这是一个可逆的操作:

𝐼 + 𝑐	𝑒/𝑒1. 𝐼 − 𝑐	𝑒/𝑒1. = 𝐼

36



回顾高斯消元法

𝐴𝑥 = 𝑏

𝐸B𝐴𝑥 = 𝐸B𝑏
𝐸C𝐸B𝐴𝑥 = 𝐸C𝐸B𝑏

…
𝐸D⋯𝐸C𝐸B𝐴𝑥 = 𝐸D⋯𝐸C𝐸B𝑏

如果一行一行地消，最后得到的将会是上三角阵
而且𝐸D⋯𝐸C𝐸B是下三角阵

𝐴 = 𝐿𝑈 37



回顾高斯消元法

• 期间可能需要交换行/列，以选择一个非零/更大的主元 (pivoting)，
例子：

0 1
1 1

• 交换行：左乘置换矩阵
• 交换列：右乘置换矩阵
• 如果找不到非零主元，则𝐴一定是奇异的(singular, non-invertible)
• 每消去一个元素，最多𝑂(𝑛)次算术运算
• 最坏情况下总共需要𝑂(𝑛,)次算术运算

• BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)
• LAPACK

38


